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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Synopsis
The　procedure　to　synthesize　the　generalized　nonlinear　tirne－varying　random　syst㎝s（丘lters）rejec廿ng
the　noise　nonlinearly　ooupled　to　the　input　signal　are　discussed　in　the　Wiener’s　sense．
　In　this　paper，　it　is　assumed　in　advance　that　all　the　signals　and　the　noise　are　the　nonstationary
random　pr㏄ess，　and　their　stochastic　propesties　as　well　as　the　ooupling　form　between　the　input　signal
and　the　noise　are　a　priori　given，　and　the　systems　have　N　multiple　desired　output　signals．
Under止ese　circumstan（ms，　the　optimum　nonlin（sflr　random　systems　are　here　de丘ned　as　with血e　Ieast
mean．square－error　of　the　actual　output　from　the　desire　one．　By　introducing　some　expansions　in　term
of　the　orthonormal　functions，　the　optimum　nonlinear　kernel　function　of　such　a　systems　can　be
determind　from　the　fu曲er　complex　integral　eq　uation（Fredholm　Type）
　Besides，　the　leastmean．square－error　are　descussed　in　the　oompact　fom1．
1．　はしがき
　1960年J．K．Lubbockは定常的な入力信号を無限メモ
リーを持つ集中定数形非線形システムに適用して，所
定の出力を生じうるような最適非線形システムのシン
セシス問題を最小自乗平均誤差の意味で論じた。たと
えば入力をx（の，出力をy（のとすると図1
x（t） K〔τ岡 y（t）
　　　　　　　　図1　非線形システム
　　　Y－illK〔T，・（t－・）〕d・
が成り立つ。
ここでK〔T，x（t一τ）〕は非線形システム或いは非線形
核関数であって，さらにこれがX（t）に関して解析的で
あることを仮定し，直交展開をほどこして，ある所定
の出力2（t）をとり出す為の必要十分条件を導いてい
る。そこでたとえばx（t）として，信号S，雑音1＞に
対して
　　　　x＝　S2＞
　　　　x＝s＋N
なる場合の問題の重要性を指摘している。
そこで
　1．　x　＝ノてS，N〕
　　　すなわちSとNとの一般関数形で当初からあた
　　えて問題を解くこと
　2．実際問題としては無限メモリーを持つシステム
　　よりも，有限メモリーを持つ場合がより重要であ
　　ること。
　3．システムとして，入力が非定常確率過程に属し
　　且つシステムが可変系に属することがより一般的
　　で且つ重要であること。
　4．以上の意味での統一理論がその後見当らないこ
　　と，
　等の理由で，本論文は記号の混乱をさける為に，以
後信号をX，雑音をyと書きあらためて，信号にあら
かじめ関連した所定の出力，すなわち希望出力Z（t）に
できるだけ，システムの実際の出力ζ（のを近づける
為の最適非線形システムを求める問題を一般的に論じ
ようとするものである。
　2．非線形システムK〔T，t，ア〕
　システムへの入力ξ（t）とする。　（図2）
（177）
信号xω
ξ（t）
ζ（t
雑音y（t）
f（x，y） K〔τ，t，ξ〕
　　　　　　　零メモリー　　　　　　非線形システム
　　　　　　　非線形変換器
　　　　　　　　　　図　2
　そうすると，ξ（のは，信号X，雑音yが零メモリー
非線形結合変換器を通した出力として得られる。
　　　　ξ（t）＝f〔x，y〕　・・・・・・・・・・・・・・・・・…　一・・・・・・…　（1）
よって，システムの出力ζ（t）は
　　ζ（t）　・・　！IK〔・，ちξ（・・）〕d・
　　　　一～1°K〔r，t，f｛x（t－T），y（t－・）｝d・…（2）
と書くことができる。
　ここでK〔T，ちア〕が物理的に実現可能なる為には
K・・…　f）〕一
oK〔T，ちプつ〕；　t≧t－T　　　　　　　　　　　　　　　　－・…　　（30　　　　　；t＜t－↑）
なることである。ただしア〔x（t－T），y（t－T）〕をかん
たんにアとかく
　ここでK〔T，t，／〕が，次のような，多重径路で構成
されることを仮定する。
　K〔T，ちア〕＝Σコki（7，t）f’
　　　　　　　i
　3，最適非線形システム（ブイルタ）
　ここで，望希出力Z（の
　　2（t）＝θ｛x（t）｝・。…　。・・・・・・…　。・・・・・・・・・・…　。・・・…　鱒・（4）
で与えられることを仮定する。さらに，Z（t）はXにつ
いて多項式形で与えられるとする。
　　z（t）＝θ｛x（t）｝二Σ：］aiX（t）t　・…　。・・・・・・・・・・・・・…　（5）
　　　　　　　　　1＝1
　ここで
　　ε（t）＝a（t）一ζ（t）…　一・・・・…　一・・・・・・・・・…　。・・・・・…　。（6）
なる量ε（t）を，系の誤差と名づける。このε（t）に対し
て，
　　　　　　　　　　　　＜・（の・＞A。－1・lp（・）d・・………・………・（7）
　　　　　　　　　－OQ
（ただしt＝tなる時刻におけるε（t）の値をεと記した。）
なる集合平均操作を施した＜ε（の2＞AVを最小にする
ようなK〔7，ちf〕を最適非線形システム（ブイルタ）
と名づけることにする。
　ε（t）2＝＝2（t）2－2z（t）　ζ（t）一トζ（t）2　・・一一・・・・・・・・・・…　。（8）
なるから，両辺について平均操作を施すとことによっ
て
（178）
　＜ε⑦2＞AV－＜z（t）2AV－2＜z（のζ（’）＞AV
　　→一＜ζ（t）2＞Aγ・・。・・・・…　一■・・・・・・・・・・・…　。・・・・・・・・・…　（9）
を得る。しかるに実際の出力ζ（t）は，（2）式によって
与えられているから，これを（9）式に適用することに
よって，
　　　　　　　　　　　　　　’T　＜ε（t）2＞AV＝＜z（t）2＞Aγ一2　i　＜z（t）K
　　　　　　　　　　　　　　JO
　　〔T・i・’f〕〉・幽＋～鵬＜K〔・∴ちfi〕K
　　〔T・，ちf2〕＞AvdT・d7・…・……………・・…・6・（10）
を得る。ただし
　　　f〔x（t一丁），y（t－T）〕＝ア
　　　f〔x（t－Tl），ツ（t－rl）〕＝fi
　　　ア〔x（t－72），ッ（t一丁2）〕＝f2
と記した。
　ここで＜ε（t）2＞AVを最小にする為に，　K〔r，t，　f〕に
対して同じような物理的実現可能性をもった任意核関
数H〔τ，t，f〕によって
　　11（〔T，t，ア〕十ηH〔T，t，∫〕
なる変分をとる（ただしηは任意のスカラー）。その
ときの＜ε（t）2＞AVを＜ε（t）2n＞AVと書くことにすれ
ば，（10）式は
　＜ε（t）n2＞AV＝＝＜2（の2＞〃
一一
E～1＜z（t）｛K〔・・ちア〕・・H（・・…f〕｝＞A・d・
・～罵＜｛K〔…ちfi〕・・H〔・・，t・fi〕｝
　×｛K〔τ2，ちf2〕＋ηH〔τ2，t，f2〕｝＞Avd7idτ，
一〈2（t）2〉…211＜・（’）K〔・・ちア〕＞A・d・
・～1～1〈K〔・・，・fi〕K〔…t・f2〕〉・・・・・…
一・・～1＜・（t）H〔・・ち／〕＞A・d・
ll｛警：：：：：綴：：：：：1：1：二：：1：：
・鏡～1＜H〔・…f・）H（r2・t・f2〕＞A・d・・dT・
一〈・（の・〉…一・・～1＜・（t）H〔・，ち∫〕＞A・d・
…llll〈K〔…t・・fi〕H〔・…f2〕〉〃・・・…
…llll〈H〔rl，ちfi〕H〔…’，f2〕〉〃…4・・
≒」Lη2十2Mv十＜ε（t）2＞AV．．．．．．＿．＿，＿．．．，．．＿．．（11）
ただし
・－ 撃戟p1〈H〔・・，・伊〔・・，・f2〕〉〃4・・…
一＜q諺〔T・ちア〕d・｝・＞A・＞0・……・・（12）
M・`1！1＜K〔・・，t，fi〕・・〔・・，t，f，）・・d・、・・、
　　一～1＜・（t）H〔・，t，f〕＞d…一一一（・3）
よって，＜ε（t）㍉＞AVを最小ならしめる為には，
　　　　d＜ε讐≧Aγ〕一・M・・………（・4）
　　　　　　　　　　　　η＝e
すなわちM＝0なることが必要にして且十分条件であ
る。
　よって
　　！1〈・（’）H〔・・，ちf2〕〉〃・・、
－ll！1〈・・〔・・，・，f・）H〔・・，・，f2〕〉〃・・、d・，
　　　　　　　　　　　・・・・…　一・。・・・・・・・・・・・・・・…　（15）
ただし，左辺の積分変数丁の代りにT2とおいた。これ
は後の演算の便利の為にしたことである。
　ここで，非線形システムK〔Tl，t，fi〕をつぎのよう
な有限L重径路によって構成することにする（図3）
f（t）
2
k1（τ，t）
2乗器
3乗器
k2（τ，　t）
ka（τ，t）
　　　　ζ（t）碧一一一→
L乗器 ki｛τ，t）
←「，．?｝
　　　　　図3　非線形システムのプロツク線図
　　　　　　　　L　K〔T、，t，　fi〕三Σ］々∫’（τ、，t）f、　i・・………一・（16）
　　　　　　　　s〆＝±1
よって，Kに対して，任意にとった核関数H〔T2，ちん〕?
　　　　　　　　L　H〔72 ，t， f2〕＝　Σコ　13ゴ！（T2，t）f2」！・・・・・・・・・・・・…　（17）
　　　　　　　　ノノ＝1
と考えることができる。
　この々∫’（T1，t），　hii（T2，のは，それぞれの添字の示
す径路におけるインパルス応答で南る。H〔72，t，　f2〕の
持つK〔T、，ちfi〕に対する任意性は，結局（17）式によれ
ばインパルス応答hii（T2，のが持つことになる。
　以下，数学的な取扱いを統一的にする為に
　　｛Un（∫）｝，｛Vn②｝（n二〇，1，2，……。。）
を導入する（附録）ことによって次の直交展開をうる。
　　　　　　　　　K〔T・，t，fi〕＝ΣA，（Tl，t）Ui（tl）（図4）…（18）
　　　　　　　　iaO
よって，（16），（18）式から，（18）式の直交展開係数、4i
?
U。（f） Ag（τ，切
u1ω AI（耐）
u2（f） A、（。，1）
ζ（t）
?
f（t） ? …
?，… ｝ …
　1　　　　　　　　　　　　　　　　　．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　帽
　　　　　　，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　■　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　　　　　　　　　　　　　　　　．
　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　　　　「　　　　　　　　　　　　　　．
　　　　　Un（f♪　　　　　　An（T，t）
　　　　　　1　　　　　　　　，　圏　　　　　　　　　　　　　　　　　l　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l
　l　　　　　　　　　　　　　　　　「　　　　　　　　　　　　　　　　　　，　　　　　　　　　　　　　　1
　ロ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の　　　　　　「　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t
　　　　　　，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コ　1　　　　　　　　圏　　　　　　　　　l　　　　　　　l　，　　　　　　　　　　　　　　l　　　　　　　　　　　　　　　　，　　　　　　　　　　　　　，　！n．＾A，，l　　　　　　　l　　　　　l
　’　しノv　》　　▼　一　　　　　　　　　　　　　　　　　．　　　　　　　　　　　　8
図4　直交展開にょる非線形システムのプツク線図
　　　　　　　　L　　Ai（T1，t）＝＝　Σ：】ki！（T1，t）＜Ui（tl）fii！＞AV（19）
　　　　　　　it＝tl
で与えられる。よって，（19）式を再び（18）式に代入す
れば
　　　　　　　　co　　L　　K〔Tユ，t，　fi〕＝Σ　Σ】々‘！（Tユ，t）
　　　　　　　　i＝Oi〆＝＝1
　　　　t　 O｝li　（t－71，t－Tl）eri（fi）・・・・・・・・・・・・・・…　＜20）
ただし，
　　　ノC｝、i（t一τ・，t－T2）＝＜fii！Ui（fi）＞AV…（21）
同様にして，
　　　　　　　　ゆ　H〔T2，t， f2〕＝　Σ：】Bゴ（r2，のκノ（f2）…　。・…　－t・・（22）
　　　　　　　　’L・O
と直展展開すれば，その展開係数βノは（17），（22）式か
?
　　　　　　　L　Bi（τ2，t）＝　Σ：】hノノ（T2，t）＜f2i！uノ（f2）＞AV（23）
　　　　　　　ゴノ醤1
となる。これを再び（22）式に代入すれば，
　　　　　　　　oo　　L　　　　　　　　　　　1　　H〔7・・ちf2〕＝浮。、碧ク”（…t）Cl・∫（t－…t
　　　一丁2）Ui（f2）　・・・・・・・・・・・・・・…　一一・・・・・・・・・・・…　。。・（24）
となる。ただし，
　　　／　Cl，ゴ（t－・、，t－・，）一＜f、”・’・・i（・f、）＞A。…（25）
　よって，上で得た関係を，必要十分条件式（15）に代
入すると，
左辺一～1＜・（t）・激、臨・t）・1；・（t－・・，t
　　－r，）㍑ゴ（f2）＞AvdT2
（179）
　　一愚割1臨・のc・櫛一T…一・・）
　　＜z（t）z6∫（f2）＞AvdT2　t・…　。・・。・一・・・・・…　t■・・・…　（26）
　さらに，2（のを統一的に取り扱う為に直交展開をす
ると
　　　　　　　oo　 　z（t）＝　Σコ　ZmVm（z）・・・・・・・・・・・・・・…　∵・・…　　（27）
　　　　　　　m＝O
ただ・・z・一〈z（t）・・（・）〉B霧縞⊇°
　　　　　　　　　　　・・・・・…　。。…　。・・・・・・・・・・…　（28）
　よって，（27）式は（28）の関係を使えば，
　　　　　co　　z（t）＝Σ】ZmVm（2）
　　　　　m＝＝O
　　　　＝＜z＞AyVo（z）十σ2Vl（z）……………　（29）
となるから，これを（26）式に代入すると，
左辺一 遂Tll臨・の啄％・－T2）
　　×｛＜2＞Avv。（z）uゴ（f2）＋σ。v、（z）％ゴ（f2）｝Avdr、
　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ　　融、亀～1臨・t）｛〈・〉・紘1’－72・t
　　　　　　　　　　／ノ
ーT2）βoi（t，t一τ2）＋σ。C　　β，i（t，t一τ2）｝d72…（30）
　　　　　　　　　　f2
となる。
　｛：：：：：：：二：：三鐵鷺il榊
　さて，（15）式の右辺は同様にして次のようになる。
　　　　　　　　　　　　　　　ノ右辺一～」～1＜慧無塩・t）・ii’一・…一・・）
　　u、（fi）
　　　　　　　　　　　ノ　co L　　 　　　ij　　×Σ】＝　hi！（τ2，のC　（t－T2，t
　　　ノ＝O　j！FI　　　　　　　　　　　f2
　　一丁2）πゴ（f2）＞AvdT、dτ2
　　一愚激海、海、llll乃・！（・…）・・’（・・の
　　　　ili
　　　C　（t－71，t一τ1）
　　　　fl
　　／ゴ
×C（t一τ2，t一τ2）＜Ui（五）orゴ（f2）＞AvdT、4τ2
　　∫2
一戴愚漁、亀～lll臨・のが・励
　　i／i
　C（t－71，t－71）
　　ノ1
　　　　」ノ」
　　×C（t－r、，t－T，）α∫ゴ（t－7、，t－7，）dTエdT2
　　　　f2
　　　　　　　　　　　・・・・・…　－t・・・・・…　曾・・・・・…　（32）
ただし，　　　α∫，（t－Tl，t－T2）
　　　　　　　＝＜Ui（ノ1）Uj（f2）＞Ay－…　。。・・（33）
　よって必要十分条件（15）式を整理すると次のように
なる。
　　　　　　　　　　　　　　　ノ愚、ゑll臨・t）｛〈・〉隔・Cみ1’－T2・t
　　　　　　　　　　　／，
　一↑2）βoゴ（ちt一丁2）＋らC　β1ゴ（ちt一τ2）｝d72
　　　　　　　　　　　f2
一愚愚嘉貞、～1～1〃短・t）1・・’（r・・t）
　　　i！i
　　C（t－T1，t－71）
　　　fl
　　　／ゴ
　×C（t－r，，t－T，）α‘ゴ（t－r、，t－T，）dτ、dT，…（34）
　　　f2
となる。しかるに，任意のインパルス応答〃ノ（T2，のに
対して，（34）式が成りたつ為の必要十分条件は，（34）
式から容易に
　　　　　　　　　　ノoe　 L　　 　　　　jj　Σ］　Σ】｛＜z＞AVC　（t－T2，t一τ2）β。ゴ（ちt一τ2）
　i＝・Oゴ！＝1　　　　　　　　f2
　　　　／ノ
　＋σ、C　（t－72，’一τ2）β、ゴ（t，t－T2）｝
　　　　f2
　　　　　　　　　　　　　　　　！一愚急象、凶、～，’k　・（・・ ・t）・二、紀’唾・t
　　　　ノ！i
　一τ1）C　（t－T2，t－T2）α〃（t一τlt一τ2）dTl…（35）
　　　　f2
　　ただしT2≧0
　これが求める最終的な必要十分条件である。（35）式
はフレドホル型連立積分方程式であって，その解が
fei（丁、，のとなる。この積分方程式に於てki（7、，のが求
まると，（20）式によって，K〔T、，t，fi〕が完全に決定さ
れることになる。すなわち，求めようとする最適非線
形システムが決定されることになる。
　然し乍ら，ただ，単に解が求まっただけでは工学的
な意味はうすれるのであって，あたえられた判定条件
のもとで，どのていどの誤差のもとでの結論であるか
を明確にする必要がある。これを明確にするのが次の
最小自乗平均誤差である。
　4．最小自乗平均誤差
　（35）式の条件のもとでは明らかに（10）式の自乗平均
誤差＜ε（t）2＞AVは最小自乗平均誤差になっているか
ら，これをあらためて
　　＜ε（t）2＞Aγ，minと記すと，
（180）
一〈・（’）・〉・y－・～1〈・（t）κ〔T2，・f？〕〉・，砺
　　・llll〈K〔・・，・f・）K（…，・t，f2〕〉〃畝
　　　　　　　　　　　・・・・・・・・・・・・・・…　。・・・…　。・＜36）
であるから，第2項以下の各関数にそれぞれの直交展
開関数形を適用すると，
　＜ε（t）2AV，m、n＝＜z（t）2＞A。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノー・ll＜＆鱗②・乱象汐・届・t）（二そ・
　－72，’－72）〃ゴ（fz）＞Avdτ2
　　　　　　　　　　　　　　x・～1～1＜舗臨・t）・簿一r・，t
　　　　　　　co　　　L　－7、）娠五）・ΣΣkノ’（7、，の
　　　　　　　ゴ肩Ojttl
　　　〆ゴ
　×C（t－T、，t－・、）U」（f2）＞AvdT、d・，
　　　f2
－＜・（の2＞A・一一・購、か・！（r2・t）｛〈・〉・・
　　　ゴノ∫
　　C　（t一丁2，t－T2）×βoノ（t，t－T2）
　　　f2
　　　／ゴ
　＋σaC　（t－T2，t－T2）β1ノ（t，t－T2）｝d72
　　　f2
・～鵬愚愚紅海1娯h・肋・励
　　　．ノ　　　　　　　　　　　　　　　1　　　ノゴ　　　　　　　　ノ」　×C（t－7、，t－7、）0（t－7、，t－7、）αiノ（t－7、，t
　　fl　　　　　　　　　f2
　－T2）dτ1・・・…　。・・。・・・・・・・・・・・・・・・・・…　。・・T・・・…　■■…　。・・（37）
となる。ここで（35）式の関係を代入すると，さらに
（37）式は次のようになる。
　＜ε（の2＞AV，mi．
一＜・①2＞…急、愈～lle・・（T2・の｛〈・〉〃
　　ノ〆j
　　C　（t一τ2，t－T2）×βoi（t，t－T2）
　　f2
　＋σ、C／ゴ乃（t－T2，t－T2）β1ゴ（t，t－72）｝d72…（38）
　添字を数理する為に，積分変数　T2をTに，」をi，
に書きかえておくと
　＜ε（t）2＞AV，min
＝＝
モQ（t）2＞…乱愈～，T・・　・（・　・　・）｛＜z＞〃
　　i！i
　C（t－T，t一τ）β。（t，t－7）
　　ノ
　　　　／i
　＋σ。C　（t－7，t一τ）β，∫（t，t－T）｝dア・・…・…（39）
　　　　f
　（38）式或いは（39）式が求める最小自乗平均誤差であ
る。
　〔5〕各係数の意味
　（35）式の必要十分条件と，最小自乗平均誤差（39）式
において
　＜z（の＞AVは集合平均であって，（5）式から，
　＜z（t）＞4y＝＜θ｛x（t）｝＞AV
　　　n　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n
　＝＜Σ】alx　（t）’＞AV；　Σ］α，＜x（t）’＞Ay　…　（40）
　　　1＝1　　　　　　　　　　　　　1＝1
で与えられる。
　また，σ。は2の標準偏差の意味であって，
・・一
kn　　　　　tlΣ】　Σ　ata／＜｛x（t）i－＜x（tl＝1　’！＝1）’＞A・｝
　　　・｛（x（の’仁＜x（の’・＞A・｝〉〃〕蚤……（・・）
で与えられる。
　　　i〆i
　　C（t－Tl，t－Tl）＝＜fii／Ui（fi）＞AV
　　f1
はf、　i’とUi（fi）との相互相関関数である。同様に
　／ノ
C（t－T2，t－T2）は
　ノ2
　　／ノ
　　c（t一τ、，ず一丁2）＝＜f2ノ！Ui（f2）＞AV
　　／2
であって，！碧〆とuノ（f2）との相互相関関数である。
　また，
　　αfゴ（t－T、，t－7，）は
　　α’ゴ（t一τ、）一＜u、（fi）πノ（f2）＞AV
で与えられてて，or　i（fi）〃（f2）ととの相互相関関数
である。同様に
　　Sgo」（ちガーT2）＝＜V。（Z）Uコ・（f2）＞Ay
　　β1」（t，t－T2）＝・・＜Vl（Z）殉（f2）＞AV
から，β♂，β、jはv。（z），Vl（z）とUi（f2）とのの相互相関
関数である。
　6・計算例
　いま，もしもシステムへの入力ア〔X，y〕を
　／〔x・y〕－xy　　書
なる，雑音yによって振幅変調積で信号がよごされて
いる場合を考えよう。
　さらに，径路の数を2，すなわちL＝2と仮定して，
　　　　　　　　　　　　　　　　　i／i信号x，雑音yが互いに独立とすると，C　は次のよ
　　　　　　　　　　　　　　　　　f1
うに計算することができる。
（181）
c）1｛：1管獄濃一一
　　＝＜x、2＞AV；i－o
　　；O；その他のi
　／ゴ
　C　についても全く同様である。
　ノ2
ただし，κ1＝x（t－T1）
　　　y、＝＝x（t－r2）
と記した。
結　言
　信号と雑音とが，非線形的に結合した場合，あらか
じめ信号に関連した希望出力を生じうる為の最適非線
形システム（ブイルタ）は（35）式によって与えられて
そのときの最小自乗平均誤差は（38）式，あるいは（39）
式で与えられることがわかった。
　実際問題としては，（35）式を解くという重要な問題
が残る。これは，数学的な手段で解くか，電子計算機
を用いるかがあろう。前者はシステムが少し複雑にな
ると大変な手間が必要となる。後老は，いかにしてか
でたに計算機にかけるかが重要な問題となろう。
　更に，希望出力をZ（t）と設定したが，いま，もしも
z（t＋α）とすれば，
　α＞0なら予測の問題になるであろう
　α＜0ならば，おくれを許したブイルタの問題とな
ろう。いつれにしても，これらの問題も，前述の理論
形式と本質的には余り相違しないことが分っている。
これらの問題については，また別の機会に報告するつ
もりである。
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　附録
　　　｛Un（f）｝，｛Vn（2）｝　（n＝・O，1，2，・…・…・……。。）
は，次の直交関係を満足するものとする。
　　　～Un（f）u・（f）P（／）df
　　　＝＜u，n（ア）u，n（∫）＞AV・＝δnm　　　　（A－1）
　　　～v・（・）・・（・）q（2）d・
　　　＝＜Vn（z）Vm（2）＞AV＝δnm　　　　　（A－2）
　　　　　　　　　　　　　（n，m；O，1，2……）
ただし，
　　Uo（f）＝vo（z）＝1
　すなわち
とする。
！P（ア）dt－～q（・）dz－・
（A－3）
（A－4）
一般にUn（f），Vn（2）はそれぞれア，Zのn次多項式で
しかも
｛：：：1：1：：：∴曇瓢
（A－5）
のように最初のn個の多項式の線形結合からかたち作
られるものとする。
　この場合重み関数P，qは一般に相異る関数である
が，（A－4）によって確率密度関係として取扱うこと
もできる。
　たとえば，
〈プ〉炉～fP（ア）df，
…一～（・一〈∫〉〃）・P（ア）・ア
＝＜（∫一くノ＞AV）2＞AV
（A－6）
＜z＞A…＝`Zq（・）dz
ら2－`（・一〈・〉・・）・・（・）・・
　＝＜（2－＜2＞AV）2＞AV
f2－＜f2U1（∫）＞AvUI（f）－f2
（A－7）
のように平均値くf＞AV，＜Z＞AVと分散σf2，σノが
定義できる。
このようにして導入された直交多項式は，たとえば
u、の一⊥（アー＜ア＞Aγ）
　　　　σ∬
ap（f）＝
（A－8）
〔＜f4＞A，一｛＜プ・。、（∫）＞A。｝・一（〈ア・〉。。）・〕巷
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A－9）
一般にun（∫）＝
　　　　　　n　1　　　　∫n一Σ｝＜アnUm（ノ）＞AV・Um（／）
　　　　　　m＝0
　　　　　　n－1　　　　　　　　　　　　　　　　　1〔＜タ・＞A。一Σ｛＜f・Um（∫）＞AV｝2〕？一in－O，1，2，…）
　　　　　　m＝tO
　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A－10）
となる。
　Un（Z）についても全く同様にして得ることができ
る。
（183）
